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第一节   引言 
    

x

问题提出： 

信号处理： 从观测中提取有用信息 

检测  +  确定 

参数估计√ 

波形估计 

特征估计——谱估计 
功率谱、高阶谱估计（时
间） 

空间谱——阵列信号处理 

（角度谱） 有用信息 
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第一节   引言 
    

源 x  θ̂ x p x θ

θ 准则 

规则 

观测空间 估计量 

N P

MAP

min PE

min C

minmax C

 X                             

 √             

 X          

 √           

 √ 

 p θ x

 ˆ,C θ θ min min ~C R

准则： 

风险 

 p 

参数估计的图形化表示： 

既然其它两种准则都是贝叶斯准则的特例，下面先来讨论贝叶斯估计。 
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   贝叶斯估计的定义： 

 

   风险： 

 

 

 

 

   条件风险： 

 

 

 

      

ˆmin = [ ( )]R E C θ,θ  ˆ ?B θ x

   
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 p θ x 为后验概率密度函数 

     

     

ˆ ˆmin = 0

ˆ ˆmin

R C p d

R R p d















θ x θ,θ θ x θ

θ θ x x x

 
   

 

p p
p

p


x θ θ
θ x

x

ˆ( )=C θ,θ ？
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  三种典型代价函数： 

   

①             

②              ，         

③                   ， 

（1）平均误差代价函数： 

   标量： 

 

   矢量： 

      

 ˆC θ,θ 满足： 

 ˆ 0C θ,θ

   ˆ ˆC Cθ,θ θ,θ

   1 2
ˆ ˆC Cθ -θ θ -θ

   ˆ ˆC C θ -θ θ -θ

1 2
ˆ ˆθ -θ θ -θ若

     

    

ˆ ˆ ˆ,

ˆ ˆ ˆ,

C

C









θ θ θ -θ θ -θ

θ θ θ -θ θ -θ

   
2

2ˆ ˆ, -C      

 C 

2

ˆ  0
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（2）绝对误差代价函数： 

    标量：    

     

    矢量： 

 

（3）均匀误差代价函数： 

 

 

 

 

      

 ˆ ˆ,C       

 
ˆ0,

ˆ,
ˆ1,

C

  


 
 



θ -θ
θ θ

θ -θ

 
1

ˆ ˆ ˆ, =
N

k k

k

C


 θ θ θ -θ θ -θ

1

ˆ  

 C 

0

三种代价函数对应的贝叶斯估计： 



2.1：最小均方误差估计: 

    
 
  标量： 
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  
ˆ

ˆ ˆ ˆ=arg{min }ms E
 

  θ
θ θ -θ θ -θ

ˆ
ms

     
2

ˆ ˆmin R p d    



 x x

 
   

   

ˆ
ˆ2 =0

ˆ

ˆ 0

R
p d

p d p d


   



     
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
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
 
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 

   

   
2
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ˆ ˆmin ( | ) min = ,

ˆ =B p d

d

E

E

p

R R C E

 



    

   












     
    







x

x

x

x 后验均值 
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    可见，在平方误差代价函数时， 

       ˆˆ ˆR p d






  θ -θ θ -θθ x θ x θ

 ˆ
ms E  x

     
 

   

   

   

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ2 =

ˆ2 0, 1,2,...,

ˆ

i i

s

i

m

i

R
p d

p

E p d

d

p d i M   



















   


 

 

 



















θ x θ θ

θ θ x θ θ x

θ θ
θ x θ

θ θ

θ θ θ x θ 0

x

θ

因此也叫后验均值估计 

后验均值 

矢量： 
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2.2：条件中值估计:  

   ˆˆmin R p d


   



 x x

 
 

 
 

 
 

   

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ ˆ

0
ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ

0

R
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






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 
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 

  



 

 

x
x
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ˆ

ˆ

ˆ

ˆ
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d

p
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d
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medθ

 ˆ

ˆ =arg{min ˆ }med E 
θ

θ θθ

标量： 

条件中值 

矢量：    
( )
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ˆ
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2.3：最大后验概率估计： 

     
ˆ ˆ

ˆ 1R p d p d
   

   θ θ θ θ
θ x θ x θ θ x θ

ˆ
mapθ

  ˆ = arg maxmap p
θ

θ θ x

   
ˆ

ˆmin max ~R p d
 

  θ θ
θ x θ x θ

ˆ0 θ θ，    
ˆ

p d p d
 

  θ θ
θ x θ θ x θ

 
ˆ

ln

map

p






 θ θ

θ x
0

θ

 
ˆ

ln ,

map

p





 θ θ

θ x
0

θ

 
ˆ

map

p






 θ θ

θ x
0

θ

 
ˆ

,

map

p





 θ θ

θ x
0

θ

  ˆ

ˆ ˆ= arg minmap R
θ

θ θ x

 
ˆ

ˆmin ( | ) maxR p 
θθ

θ x θ x

后验方程 
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小结：     

  

 
 

 

ˆ ˆ ˆmin =E[ , ]

ˆ ˆ ˆmin

ˆ ˆmin ~

ˆ max

B

ms

med

map

R C

E

E p

p









      



 




θ θ θ

θ θ θ θ

θ θ θ x

θ x

：

：

：

：

  ˆp x θ对于构造估计量 无任何注意： 信息！！！

   ,p p θ x θ

    ˆ~ ,p p Cθ x θ θ θ，（ ， ）

   ˆ ˆ=p C px θ θ θ θθ若 ，（ ， ）已知，但是 时未知 ，问题： ？

第三节  极小极大估计 

 
   

ˆ

ˆ ˆ ˆ=arg{min max , , }mm
p

R p E C 
 θθ

θ θ θ θ
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 p x θ仅 已知时 

 

 

 

 

1 1

1 2

1 1

1

ˆmax ml

M

p x

p x
x p x

p x











  




θ
θ θ

 ˆ = arg maxml p
  
 
  

θ
θ x θ

ˆ
mlθ 的构造：

 
ˆ(1)

ml

p


 θ

x θ
0

θ

 
ˆ

ln
(2)

ml

p


 θ

x θ
0

θ

似然方程 
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与最大后验概率估计的比较 

     ˆ = arg max ~ , ( )map p p p p
  

 
  

θ
θ θ x θ x x θ θ

ˆ
mlθ 的构造：

 
ˆ(1)

ml

p


 θ

x θ
0

θ

 
ˆ

ln
(2)

ml

p


 θ

x θ
0

θ

似然方程 

   ˆ = arg max ~ml p p
  
 
  

θ
θ x θ x θ

 
ˆ

ln

map

p






 θ θ

θ x
0

θ

 
ˆ

ln ,

map

p





 θ θ

θ x
0

θ

 
ˆ

map

p






 θ θ

θ x
0

θ

 
ˆ

,

map

p





 θ θ

θ x
0

θ

后验方程 

ˆ
mapθ 的构造：
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与最大后验概率估计的比较(续) 

   

   

, ( )

ln , ln ln ( )

p p p

p p p



 

θ x x θ θ

θ x x θ θ

 
ˆ ˆ

ˆ

ˆ

ln , ln ( | ) ln (

ˆ ˆ

)
[ ] |

ln ( |

(

|

|

)

ln )

m

m

a

ap

p map

map
map ml

p p

p

p

p

 





  
  

  








 



θ θ θ θ

θ θ

θ θ

θ x x θ θ
0

θ θ θ

θ
0

0

θ

θ
x

θ
θ

θ

似然方程 

后验方程 

？？？ 

X  ! ! ! 
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 ˆ ˆ ~ θ x θ x x θ： 不是 的注 函意：估计量 数！！！

ˆ= ~ ,  ε θ θ x θ 随机矢量 如估计误差： 何描述？

 ˆE  





θ θ 估计误差均值

  ˆ ˆE
  

  
θ θ θ θ 估计的均方误差



估计量具备什么样的特性才是我们需要的？



显然，估计误差越小越好

估计量要尽可能多地利用观测中的有用信息

估计量的特性要随着可利用观测的增加其性能不断提高
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5.1：无偏性 

     如果                       ，即                       ， 

则 称    为     的无偏估计 θ̂ θ

 ˆlim 0N
N

E


 θ θ如果

   ˆE Eθ θ ˆE  θ θ 0

则称渐近无偏估计 

5.2：有效性 

     1 2 1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ, : E E E  θ θ θ θ θ ，即均为无偏估计

如果                                                                       ， 

则称    比     更有效。 

     1 1 2 2
ˆ ˆ ˆ ˆE E

        
      
θ θ θ θ θ θ θ θ

1θ̂ 2θ̂

那么，是否存在一个最有效的估计呢？ 
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  

 

ˆ

ˆ ˆ ˆmin ?

ˆ. .

EE

s t E

   
  

 

θ
θ θ θ θ θ

θ θ 0

 ˆ ˆ ˆ ˆ, ,E EE E E     
  




θ θ θ θ θ

     如果                                                                 ， 

则称    为有效估计。 

     ˆ ˆ ˆ ˆ
E EE E

        
      
θ θ θ θ θ θ θ θ

ˆ
Eθ

ˆ :Eθ有效估计 具有最小均方误差的无偏估计！ 
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 ˆ0, lim 1N
N

P 


    θ θ

5.3：充分性 

      是指    已经充分利用了   中有关    的信息。 θ̂ x θ

     ˆ ˆp g hx θ θ θ x θ如果 ，则 充分称估计量 为 估计量。

2
ˆlim 0N

N
E



  
  
θ θ或 

则称     为     的一致估计量。 ˆ
Nθ θ

数学上如何表示呢？ 

5.4：一致性 
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5.5：估计误差下限--Cramer-Rao界（CRB） 

① 待估计量为非随机矢量 

ˆθ，  ˆ 0,E   
 
θ θ 有    1ˆ ˆE


   

  
θ θ θ θ F

     2ln ln lnp p p
E E

 

     
    

         

x θ x θ x θ
F

θ θ θ θ

C-R不等式 

C-R不等式取等号的充要条件： 

 
 

ln
ˆ ˆ( ) E

p
  



x θ
K θ θ θ θ

θ
：有效估计

两边积分 

         
   ˆ ˆ

ˆ ˆln p p c e
  

     
θ θ K θ θ

x θ θ θ K θ θ x θ x 充分估计

 
   

1
12

2
2

2

ln lnp p
E E E

 
 

 


                                      

x x
标量情况：

可见，如果     存在，则              ˆ
Eθ

ˆ ˆ
E mlθ θ 最大似然估计！



第五节   估计量的评价/性质 
    

②   为随机量                           θ

 
   

1
2 2

2 ln lnˆ
p p

E E E
 

 



                                 

x
θ θ

上述不等式取等号的充要条件： 

 
 

ln
ˆ

p
k


 




 



x

两边积分 

   ˆln p k d C     x

   
2

ˆ
' k

p C e
 




x ——高斯分布 

可见，如果     存在，则              ˆ
E

ˆ ˆ ˆ ˆ
E map ms med     

标量：      ˆ ˆ ˆ, , 0E E E        
 



第五节   估计量的评价/性质 
    

 ˆ ˆ, 0E    
 

θ θ θ
矢量： 

   1ˆ ˆ
tE


   

  
θ θ θ θ F

     2ln ln ln
P

p p p
E E

 

    
    

      

θ θ θ
F

θ θ θ θ

     2ln ln ln
d

p p p
E E

 

     
   

         

x θ x θ x θ
F

θ θ θ θ

上式取等号的充要条件： 

 
 

ln
ˆ

p
 



θ x
K θ θ

θ

         
   ˆ ˆ

ˆ ˆln | |p p c e
  

     
θ θ K θ θ

θ x θ θ K θ θ θ x x 高斯分布

两边积分 

可见，如果     存在，则              ˆ
Eθ

ˆ ˆ ˆ ˆ
E map ms med  θ θ θ θ



第六节   线性最小均方误差估计 
    

  
ˆ

ˆ ˆmin E
  

  θ
θ θ θ θ

ˆ. . s t  θ Bx a

  
,

min E
    

 B a
Bx a θ Bx a θ

    

         

           

               
              

     

       

, =

[

cov cov

J E

E E E E E

E E E E E

E E E E E E

E E E E E

E E

Var Var







 

  

  

  

    
 

       
 

       
 

       

       

    

    

B a Bx a θ Bx a θ

Bx B x B x a θ θ θ

B x x θ θ B x θ a

B x x x x B B x x θ θ B x x b

θ θ x x B θ θ θ θ θ θ b

b x x B b θ θ bb

B x B B x,θ θ,x B θ bb

   E E  b B x a θ其中，

ˆ
LMSθ 的定义： 



第六节   线性最小均方误差估计 
    

        1ˆ cov ,LMS E Var E  θ θ θ x x x x 线性最小均方误差估计

         

           

       

,

1 1

1

min , cov , cov

cov , cov ,

cov , cov ,

J Var Var

Var Var Var

Var Var

  


 

 

    

  

  

B a
B a B x B B x θ θ,x B θ bb

B θ x x x B θ x x

θ θ x x x θ bb

0 bb     0


     v bb v b v b v

   E E      b 0 B x a θ 0

   

   

1cov ,
0

Var

E E

 



 

 
      

 

B θ x x
D CD C 0 C 0

a θ B x
，



第六节   线性最小均方误差估计 
    

   ˆ
LMSE Eθ θ（1） 无偏估计

    的特性：  ˆ
LMSθ

          1ˆ ˆ , ,LMS LMSE Var cov Var cov


    
  
θ θ θ θ θ θ x x x θ（2）

         

            
           

       

*

1

1 1

1

ˆ cov

cov cov , cov , cov ,

cov , cov ,

LMS Var E E

E E E E E

Var Var

Var Var




 

 



     

            

 

 

B

θ θ θ,x x x x θ θ

B x x θ θ B x x θ θ

θ,x x x θ θ x x x θ

θ x x x θ θ

ˆ
LMS

(3) 满足正交原理

 ˆ
LMSE   

 
θ θ x 0

        1ˆ cov ,LMS E Var E  θ θ θ x x x x



第六节   线性最小均方误差估计 
    

 x Hθ n

ˆ ?LMS θ

     E E E   x Hθ n H θ Hμ

     特性: (续)  

  (4) 线性观测方程/模型时的 

ˆ
LMSθ

ˆ
LMSθ

     

     

~ , , , ,

, ,

N E Var

E Var E





 

  

n 0 R n 0 n R

θ μ θ Q θn 0

       

     

 

Var E E E

E

Var









   
 

     
 

 

 

x x x x x

H θ μ n H θ μ n

H θ H R

HQH R



第六节   线性最小均方误差估计 
    

        

   

1

1

ˆ covLMS E Var E


  

  

   

θ θ θ,x x x x

μ QH HQH R x H μ

       

      

cov , E E E

E E E







   
 

    
  



θ x θ θ x x

θ θ H θ θ n

QH

  

   
1 1

1 1

1 1

ˆ ˆ

+

( )

LMS LMSE


 
    

  

  
  

   



θ θ θ θ

Q QH HQH R HQ H R H Q

H R H

均方误差： 



 的特性： 

①                              无偏性  ˆ
LsE E m   

 
θ θ

ˆ
Lsθ

第七节   最小二乘估计 
    

 

   

   

     

 

1

1

1 1

1

ˆ
LsE E

E

E

E E

E


 


 

 
   


 

   
    

  
  

  
  

 



θ H H H x

H H H Hθ n

H H H Hθ H H H n

θ H H H n

θ

已知 ˆ ?Ls    x Hθ n θ H

     min J


  θ x Hθ x Hθ

 
1ˆ

Ls


 θ H H H x

7.1 线性最小二乘估计（  ） ˆ
LS



ˆ
LSθ 特性： 

②                               

第七节   最小二乘估计 
    

 

   

   

 

1

1 1

1

1

ˆ
Ls


 

 
   


 


 

 

 

 



 H H H x θ

H H H x H H H Hθ

H H H x Hθ

H H

θ

H

θ

n

  ˆ ˆ
Ls LsE

  
  
θ θ θ θ

  

   

   

1 1

1 1

ˆ ˆ
Ls LsE

E



 
   

 
  

   
  

 
  



θ θ θ θ

H H H nn H H H

H H H RH H H



第七节   最小二乘估计 
    

   
1ˆ

ˆ 0

WLS

WLS

E E E

E


     

    

   
 

θ H wH H wx θ

θ θ

7.1 加权最小二乘估计（   ） ˆ
WLSθ

     min J


  θ x Hθ w x Hθ

   
  

   ˆ2
WLS

J






  
  

 

   
θ

θ x Hθ
w w x Hθ

θ θ

H w x Hθ 0

 
1ˆ =WLS


  θ H wH H wx

特性： 

①     为    的无偏估计                           ˆ
WLSθ θ

ˆ
WLSθ



上式中，           时取等号 

第七节   最小二乘估计 
    

  

   

 

1

1
1

ˆ ˆ
WLS WLSE




  


 

  
  



θ θ θ θ

H wH H wRwH H H

R H

w

H

     min J


  θ x Hθ w x Hθ

   
  

   ˆ2
WLS

J






  
  

 

   
θ

θ x Hθ
w w x Hθ

θ θ

H w x Hθ 0

 
1ˆ =WLS


  θ H wH H wx

ˆ
WLSθ  的特性：                           

1w R



ˆ
WLSθ 与       的比较： 

① 均为无偏估计； 

②                            

第七节   最小二乘估计 

ˆ
LMSθ

    

       

   

1

1

ˆ cov ,LMS E Var E 


 

    

   

θ θ x x x x

m QH HQH R x Hm

  

   
1 1

1 1 1

ˆ ˆ
lms lmsE



 
    

  
  

  

θ θ θ θ

H R H Q H R H

   利用先验知识换取了较小的误差。 ˆ
LMSθ


